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▼✳ ■♥❣❧♦t
a,✯

❛♥❞ ❱✳❑✳ ❉✉❣❛❡✈
b,c

a❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈❡♥tr❡ ❢♦r P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s✱ ▼▲ ❙②st❡♠ ❙♣✳ ③ ♦✳♦✳✱

❲❛rs③❛✇s❦❛ ✺✵❉✱ ✸✺✲✷✸✵ ❘③❡s③ó✇✱ P♦❧❛♥❞
b❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❘③❡s③ó✇ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛❧✳ P♦✇st❛➠❝ó✇ ❲❛rs③❛✇② ✻✱ ✸✺✲✾✺✾ ❘③❡s③ó✇✱ P♦❧❛♥❞

c❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ❛♥❞ ❈❡❋❊▼❆✱ ■♥st✐t✉t♦ ❙✉♣❡r✐♦r ❚é❝♥✐❝♦✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❞❡ ▲✐s❜♦❛✱

❛✈✳ ❘♦✈✐s❝♦ P❛✐s✱ ✶✵✹✾✲✵✵✶ ▲✐s❜♦♥✱ P♦rt✉❣❛❧

❲❡ ❞✐s❝✉ss tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦r ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦r ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛ r❡s♦♥❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦r ❞❡❢❡❝ts t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ r❡s♦♥❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐♠♣✉✲
r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
s✉r❢❛❝❡✱ ✢❛❦❡ ❡❞❣❡s✱ ♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛t✲
t✐❝❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❬✶✕✸❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡r❡
✐s ❛❧✇❛②s s♦♠❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❝r❡❛t❡❞ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② ♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② st❛t❡s ✐♥
❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
❣r❛♣❤❡♥❡ ❬✶✱ ✷✱ ✹❪ ♠❛❦❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ✉s✉❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❬✶✱ ✺❪✳ ❖♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❡❝✉❧❛r✐t✐❡s
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❛♣✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t②
st❛t❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉❛s✐❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦r
❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr②
✐s ❜r♦❦❡♥ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
❘❛s❤❜❛ s♣✐♥✲♦r❜✐t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❬✻❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s❝❛tt❡r✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❛t♦♠s ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❝♦rr❡♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ✐♠♣✉r✐t② ♦r ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❬✼✱ ✽❪ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐ts tr❛♥s♣♦rt ❬✼❪ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ❬✾✱ ✶✵❪✳

✷✳ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts K ❛♥❞ K ′ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬✶✶❪✿

✯❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r❀ ❡✲♠❛✐❧✿ ♠✐✐♥❣❧♦t❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ĥ0 = ~v(±τxkx + τyky), ✭✶✮

✇❤❡r❡ v = c/300 ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ c ✐s
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ τx ❛♥❞ τy ❛r❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s ♦♣❡r✲
❛t✐♥❣ ✐♥ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ✭♣s❡✉❞♦s♣✐♥✮ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❧✉s✴♠✐♥✉s
s✐❣♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t K
❛♥❞ K ′ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ❛

✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ε1,2(k) = ±~vk✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t j ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ❛♥❞✴♦r ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ∇T ✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ✐♥ t❤❡ n✲t❤ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞✱ f (n)(k)✱ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥
♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡ ❣❡t

−v(n)x

∂f0
∂ε

(

∇µ+
ε− µ

T
∇T − eE

)

= −
δf (n)

τn
, ✭✷✮

✇❤❡r❡ δf (n)(k) ✐s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡r♠✐✕❉✐r❛❝ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f0(ε)✱ τn(ε) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥

t✐♠❡✱ ❛♥❞ v
(n)
x ✐s t❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱

v
(1,2)(k) = ±vk/k✳ ❋♦r ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛①✐s x✳
■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✐s ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ✜❡❧❞ E✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇T ✱ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ∇µ✱ ✇❡ ✇r✐t❡

j = e
∑

nk

v(n)x δf (n) =

e2K11E − eK11T∇
µ

T
− eK21

∇T

T
, ✭✸✮

✇❤❡r❡ Krs ❛r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✶✷❪✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♥❡❛r K

❛♥❞ K ′ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡

✭✶✻✸✮

http://dx.doi.org/10.12693/APhysPolA.128.163
mailto:miinglot@gmail.com
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Krs = −
1

4π~2

∑

n

∫

∞

−∞

|ε|εr−1τ sn(ε)
∂f0
∂ε

dε. ✭✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ K11✿

σ = e2K11. ✭✺✮

❆s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡

❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭❡✳❣✳✱ ✐♠♣✉r✐t② ✐s r❡✲
♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✮✱ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♦♥❡
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✐♠♣✉r✐t② ❛❞❛t♦♠✮✳ ■♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠♣✉r✐t② ♣❡rt✉r❜❛✲

t✐♦♥ V̂
(A,B)
1 = V

(A,B)
1 δ(r − R

(A,B))✱ ✇❤❡r❡ A, B ❞❡✲
♥♦t❡s ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉❜❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ✐♠♣✉r✐t②✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛s
❛ ❧♦❝❛❧ ❘❛s❤❜❛ s♣✐♥✕♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ V̂2 = V2δ(r)(τxσy − τyσx)✳
❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t②✲

✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s Ĥ = Ĥ0+
∑

i V̂m(r−Ri)✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s
❧♦❝❛t❡❞ ❛t Ri ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ m = 1, 2 r❡❢❡rs t♦ ❛ ❝❤♦✲
s❡♥ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡
r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♠♣✉r✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s✉❜❧❛tt✐❝❡ A ❛♥❞ B ✭❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♠♣✉r✐t②✮✱
❛♥❞ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ ❣r❛♣❤❡♥❡
s❤❡❡t ✭❡①tr✐♥s✐❝ ✐♠♣✉r✐t②✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ T ✲♠❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t

❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t②
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ T ✲♠❛tr✐① ✐s

T̂kk′(ε) = V̂kk′ +
∑

k′′

V̂kk′′Ĝk′′(ε) T̂k′′k′ , ✭✻✮

✇❤❡r❡ Ĝk(ε) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦

✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥ0✳ ❋♦r t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡❞ ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ T ✲♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿

T̂m(ε) =
(

1− V̂mF (ε)
)

−1

V̂m, ✭✼✮

✇❤❡r❡ F (ε) ✐s

F (ε) =
∑

k

ε

(ε+ iδ)2 − (~vk)2
. ✭✽✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✭✽✮ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡♥❡r❣②✱ θm(ε) = 0✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ θ1(ε) = 1−V1F (ε) ✭❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♠♣✉r✐✲
t✐❡s✮✱ ❛♥❞ θ2(ε) = 1− 4V 2

2 F
2(ε) ✭❢♦r ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♠♣✉r✐t②✮✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ nt❤ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞
✭n = 1, 2✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❛♥ Ĥeff = Ĥ0 + Σ̂m(ε)✱ ✇❤❡r❡ Σ̂m(ε) = NiT̂m(ε) ✐s
t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ t♦r❡s♦♥❛♥s❡ ✐♠♣✉r✐t② s❝❛tt❡r✐♥❣✳
❚❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ n✲t❤ ❜❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠

~

τ
(m)
n (ε)

= 2ImΣ(m)
n (ε), ✭✾✮

✇❤❡r❡ Σ
(m)
n (ε) ✐s t❤❡ s❡❧❢ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ Ĥeff ✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (ε) ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✽✮✿

ReF (ε) ≃ −
ε

2π(~v)2
ln

~vkmax

|ε|
, ✭✶✵✮

ImF (ε) ≃ −
ε

4(~v)2
. ✭✶✶✮

❍❡r❡ kmax ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ❝✉t♦✛ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ kmax ≃ (|K|+ |M |)/2✱ ✇✐t❤ K ❛♥❞ M

❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts K
❛♥❞ M ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣✉r✐t②
♣♦t❡♥t✐❛❧ V1 > 0✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r V1 < 0 t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛♥t st❛t❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛t ±ε✳ ❚❤❡ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ε str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♠♣✉✲
r✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ V1,2✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn(ε)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡✲
❝♦♠❡s ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts✱ ε = 0✳

✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ✐♠♣✉r✐t②✱ ❜② ✉s✐♥❣
❊qs✳ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ❛♥❞ ✭✾✮ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ✳
❆s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ✳

❋✐❣✳ ✶✳ ✭❛✮ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s✐st✐✈✲
✐t② ρ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✐♠✲
♣✉r✐t② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s Ni = 2×10

14 ♠−2✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ T = 300 ❑✳



●r❛♣❤❡♥❡ ❈♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❘❡s♦♥❛♥t ■♠♣✉r✐t✐❡s ✶✻✺

❋✐❣✳ ✷✳ ✭❛✮ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✭❜✮ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡
✈s✳ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ❢♦r ❝❤♦s❡♥ ✐♠♣✉r✐t② ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ V0 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❘❛s❤❜❛ ❙❖ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
Ni = 2× 10

14 ♠−2✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 300 ❑✳

❋✐❣✉r❡ ✶❛ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ ♦♥
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣✉r✐t② ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s✱ V1 < 0✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ |µ| < 1 ❡❱ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐✈✐t② ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
st❛t❡✳ ❋♦r str♦♥❣ ✐♠♣✉r✐t② ♣♦t❡♥t✐❛❧ V1 → ±∞ ✭❧✐❦❡
❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✈❛❝❛♥❝②✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ ❣♦❡s t♦
③❡r♦✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳
❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❘❛s❤❜❛ s♣✐♥✕♦r❜✐t ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ s♣✐♥✲✢✐♣ s❝❛tt❡rr❡❞✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ✐♥ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
s❤♦rt r❛♥❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t st❛t❡s ❛♥❞✱ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t♦ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r t❤❡ r❡s♦♥❛♥t st❛t❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
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